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Resumen

Se presenta una solucién al problema de encontrar la ruta éptima en la ciudad de
Martinez de la Torre, Veracruz, utilizando diversos algoritmos tradicionales que re-
suelven el problema de la ruta mas corta. Se contempla también la manipulacién
de parametros adicionales que representan ciertas restricciones en la eleccion de la
ruta. EI problema de la ruta méas corta es un caso especifico de problemas de opti-
mizacién y se puede abordar utilizando Teoria de grafos. Desde un punto de vista
computacional, los grafos son estructuras de datos que pueden ser tratadas como
matrices, tablas o listas. Por otro lado, diversas organizaciones en Martinez de la
Torre, enfrentan el problema de hallar la ruta éptima para reducir tiempos y costos,
y para ofrecer un mejor servicio a sus clientes. En la presente investigacion se aborda
el problema de hallar la ruta éptima y se implementa la soluciéon en la ciudad de
Martinez de la Torre. Especificamente se analiza la construccion de las estructuras
de datos que permiten la representacion del grafo de la ciudad en la memoria de la
computadora y, se implementan los algoritmos de Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-
Warshall. Un grafo G = (V, E) con |V| = 3267 y |E| = 8966 ha sido construido
para representar la red de calles de la ciudad mencionada. Los tiempos de ejecucion
ponen de manifiesto que el algoritmo de Dijkstra es es el més eficiente de las opciones
analizadas, en segundo lugar se encuentra el algoritmo Bellman-Ford y en la posicién
final Floyd-Warshall. Sin embargo, cada uno de los algoritmos presenta ventajas y
desventajas en diversas aplicaciones.
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Abstract

We present a solution to the problem of finding the optimal route in the Martinez
de la Torre, Veracruz city, using several known algorithms that solve the shortest
route problem. The manipulation of additional parameters that represent certain
restrictions in the choice of the route is also contemplated. The shortest route
problem is a specific case of optimization problems and can be addressed using
graph theory. From a computational point of view, graphs are data structures that
can be treated as matrices, tables or lists. On the other hand, several organizations
in Martinez de la Torre, face the problem of finding the optimal route to reduce
times and costs, and to offer a better service to their customers. In the present
investigation the problem of finding the optimal route is addressed and the solution
is implemented in Martinez de la Torre city. Specifically, the construction of data
structures that allow the representation of the city graph in computer memory and
the Dijkstra, Bellman-Ford and Floyd-Warshall algorithms is analyzed. A graph
G = (V, E) with |[V| = 3267 and |E| = 8966 has been constructed to represent the
network of streets in the city before mentioned. The execution times show that the
Dijkstra agorhythm is the most efficient of the analyzed options, second place is the
Bellman-Ford algorithm and in the final position Floyd-Warshall. However, each of
the algorithms presents advantages and disadvantages in various applications.
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1.1 Introduccion

Los problemas de optimizacion estdn presentes en industrias diversas como los ban-
cos, la educacion, los transportes de carga, entre otros. Muchos problemas de op-
timizacién importantes se analizan mejor por medio de una representacion grafica
(grafos) o de red. Algunos modelos especificos de red son: problema de la trayecto-
ria mas corta, problemas de flujo méximo, problemas de arbol de expansion minima,
etc. [19]

Es de interés, para fines de la presente investigacién, describir el problema de la
trayectoria mas corta. También conocido como el problema de la ruta mas corta,
consiste en encontrar la trayectoria de longitud minima del nodo a a cualquier otro
nodo en una red. La soluciéon aqui descrita utiliza grafos y los algoritmos Dijkstra
(D), Bellman-Ford (BF) y Floyd-Warshall (FW).

El primer articulo de teoria de grafos fue de Leonhard Fuler en 1736. En éste se
presentaba una teoria general que incluia una solucién al ahora conocido problema de
los puentes de Konigsberg. Sin embargo, no fue sino hasta 1920 que surgié un interés
sostenido, amplio e intenso en teoria de grafos [8]. Seguramente el reciente interés
en la materia se debe a su aplicabilidad en muchas areas, incluyendo ciencias de la
computacién, quimica, investigacion de operaciones, ingenieria eléctrica, lingiiistica
y economia.

Este trabajo de investigacion atiende el caso de la ciudad de Martinez de la Torre,
Veracruz. Resulta de especial interés debido a que en la ciudad se presentan multiples
problemas de trafico vehicular cuya solucién esta relacionada con el problema de la
ruta més corta. Se implementan y analizan diversos algoritmos de la ruta mas corta
sobre un grafo que representa las calles de la ciudad.
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1.2 Descripcion de problema

En la actualidad son ttiles los sistemas que brindan, de manera precisa, la mejor
ruta en un area geografica determinada. Existen diversas necesidades que requieren
este tipo de sistemas, por mencionar algunas: redes de distribucién, programas de
vialidad, redes de telecomunicaciones, redes eléctricas, entre otras.

En la ciudad de Martinez de la Torre, municipio de Veracruz, suelen presentarse
situaciones como: gastos excesivos en la distribucion de productos por parte de las
empacadoras de citricos, incapacidad de satisfacer la demanda de reparto de Gas LP,
incongruencias en el consumo de combustible de vehiculos de distribucién, servicio
ineficiente de taxis, entre otros problemas de vialidad; estos casos tienen un denom-
inador comun: el problema de encontrar la ruta éptima. Al resolver este problema
es posible tener un control mas preciso tanto de tiempos como de costos. Por otro
lado, se dispone de herramientas cartograficas avanzadas como Google Maps, que
proporcionan informacion tutil para construir un sistema que permita determinar la
mejor ruta.
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1.3 Justificacion

Las organizaciones que presentan la problematica de optimizar rutas requieren una
solucién. Seguramente al atender dicha problematica sera necesario “partir de cero”,
debido a que no se dispone de una herramienta exclusiva para encontrar la mejor ruta
en un area geografica especifica. El presente estd enfocado a la ciudad de Martinez
de la Torre, Veracruz. Con esta aportacién diversos sectores resultan beneficiados,
ya que a partir de entonces, se dispone de resultados que resultan de utilidad para
la busqueda de soluciones que se enfoquen en atender el problema de la ruta mas
corta en la ciudad.

Por otra parte, es importante mencionar que los algoritmos que se analizan en
esta investigacion, son de utilidad para hallar la ruta més corta en un grafo que
representa las calles de Martinez de la Torre. Sin embargo, no solo es importante
la distancia, también existen otros factores a considerar al elegir la mejor ruta con
la finalidad de reducir costos y tiempos; es necesario entonces, agregar parametros
que pueden ser contemplados en la eleccién de la ruta 6ptima. Ejemplos de estos
pardmetros son: tramos cortados en calles por reparacién (u otro factor), altura
maxima permitida para ciertos vehiculos, encharcamientos ocasionados por lluvias,
entre otros. Resulta obvio que la presencia de estos factores influye en la eleccién de
la ruta debido a que restringen el transito vehicular por determinadas calles (aristas).
En adelante nos referimos a estos factores como “parametros adicionales” (PA).

Martinez de la Torre, Veracruz a pesar de ser una ciudad relativamente pequena,
presenta graves problemas de congestionamiento vial. Entre otras causas, quiza la
razén principal es el cuello de botella que se ocasiona al cruzar el puente 1, principal
via de comunicacién, que conecta Martinez de la Torre con Villa Independencia, una
localidad vecina con una mancha urbana bastante importante para la ciudad. Segin
datos del INEGI, en 2010, la cantidad de habitantes de las localidades de Martinez
de la Torre e Independencia es de 60,074 y 15,297 respectivamente. La Figura
muestra la ubicacion del puente mencionado.

El trafico vehicular ha llegado a ser uno de los problemas més importantes que
enfrentan las ciudades en las ultimas décadas. Esta problematica esta presente en
diversos ambitos. El trafico lento provoca un incremento en las emisiones de gases
contaminantes, un elevado consumo de combustible y perdida de tiempo en atascos
de trafico afectan la economia, los retardos en el desplazamiento de vehiculos de
emergencia pueden cobrar vidas. Ademads, problemas de salud como estrés, ansiedad,
depresion y otros; son algunos de los efectos causados por la congestion vehicular
[9]. Martinez de la Torre, no es la excepcién. El presente trabajo, asi como aquellas
investigaciones que contribuyan a la bisqueda de soluciones para hacer frente a esta
problematica, son de relevancia para el bienestar social.

Si bien es cierto que existen en el mercado sistemas de planificacién de rutas,
estos presentan elevados costos o no se adaptan facilmente a las necesidades de las
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Figure 1.1: Puente 1 de Martinez de la Torre, Ver.

organizaciones que los requieren. Por otro lado, es posible desarrollar software a la
medida para este fin utilizando APIs existentes. Sin embargo, el uso de estas APIs
también puede tener un costo y no siempre satisface las necesidades completamente.
Tal es el caso de la API Google Maps. Ademas de tener un costo, requiere de actual-
izaciones por parte de los usuarios acerca de informacién relevante para la generacién
de rutas. Por ejemplo, un tramo cortado que impide la circulaciéon por alguna vi-
alidad no serd considerado a menos que un usuario (o autoridad correspondiente)
lleve a cabo cierta notificacion. En ese sentido un sistema de generacién de rutas
local es de utilidad. El presente trabajo contempla la construccion de las estructuras
de datos que representan el grafo de la ciudad y la implementacion y anélisis de
algoritmos sobre dicho grafo.

Una adecuada planificacién de rutas por parte de las diversas empresas de la
region, puede contribuir al desahogo vehicular que presenta la ciudad, ademas de
representar una ventaja competitiva debido a que permite mayor control en cuanto
a reduccién de tiempos y costos.

Debido a lo anteriormente mencionado resulta de interés aplicar herramientas
computacionales y teoria de grafos para resolver esté problema de optimizacién en
la ciudad de Martinez de la Torre, Veracruz.
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1.4

Objetivos

1.4.1 Objetivo general

Analizar algoritmos que permitan encontrar rutas optimas contemplando restric-
ciones impuestas por pardmetros adicionales a la distancia, asi como construir es-
tructuras de datos que permitan la representacién formal de un grafo de la ciudad
de Martinez de la Torre, Veracruz para su manipulacién por computadora.

1.4.2 Objetivos especificos

Construir un grafo de una zona de interés para realizar pruebas iniciales.

Crear un grafo que represente en su totalidad la ciudad de Martinez de la Torre,
Veracruz.

Implementar los algoritmos de Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall sobre
el grafo creado para determinar la ruta mas corta.

Determinar y manipular parametros adicionales que se deben considerar en la
eleccion de la ruta més corta.

Analizar los resultados.
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1.5 Hipétesis

H1: Los algoritmos de Digkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall son apropiados
para determinar la ruta mds corta en un grafo que representa las calles de la ciu-
dad de Martinez de la Torre, Veracruz, contemplando restricciones impuestas por
parametros adictonales a la distancia entre nodos.

H2: Es posible representar la red de calles de la ciudad de Martinez de la Torre, Ver-
acruz, mediante estructuras de datos que representen un grafo para su manipulacion
por computadora.
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1.6 Propuesta de solucién

En esta investigacion se pretende construir un grafo que represente la ciudad de
Martinez de la Torre, Veracruz e implementar los algoritmos de Dijkstra, Bellman-
Ford y Floyd-Warshall contemplando parametros adicionales a la distancia, para de-
terminar la ruta mas corta. Es importante mencionar que la implementacion de los
algoritmos mencionados en este proyecto son de utilidad para hallar la ruta mas corta,
sin embargo, no solo es importante la distancia, también existen otros parametros
a considerar al elegir la mejor ruta con la finalidad de reducir costos y tiempos, es
necesario entonces, manipularlos mediante los algoritmos; dichos parametros son: el
sentido de las calles, encharcamientos graves durante temporada de lluvias, acceso
restringido al transporte pesado, altura maxima permitida de vehiculos, flujo vehic-
ular, amplitud de las calles, normas locales de transito, nivel de inseguridad, entre
otros. La optimizacion de las rutas representa, en la ciudad de Martinez de la Torre,
un beneficio para diversos sectores. De esta manera los resultados obtenidos en el
presente, significan una aportacion a la sociedad.

1.7 Estructura de la tesis

El presente documento esta organizado en seis capitulos. El Capitulo |1 presenta el
problema atendido y la propuesta de solucion, asi como los objetivos e hipotesis.
En el Capitulo [2| se mencionan algunos conceptos tedricos y el estado del arte. Los
materiales y métodos utilizados se describen en el Capitulo [3] El Capitulo [4] expone
los experimentos realizados. El andlisis de resultados se presenta en el Capitulo
Finalmente, en el Capitulo [6] se mencionan las conclusiones y trabajo futuro.
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2.1 El problema de la ruta mas corta

Los problemas de optimizacion estdan presentes en diversos ambitos y consisten en
minimizar o maximizar el valor de una variable. La investigacion de operaciones es-
tudia la amplia categoria de problemas de optimizacién. Muchos de ellos se pueden
modelar, entre otras técnicas, mediante una representacioén grafica o de red. El prob-
lema de la ruta mas corta es un modelo de red que pertenece tanto a la investigacion
de operaciones como a la teoria de grafos.

La teoria de grafos es una rama importante de las matemdticas modernas. Su
nacimiento se le atribuye al matematico suizo Leonhard Euler en el ano de 1736.
Se encarga del estudio de las propiedades y caracteristicas de los grafos, y es con-
siderada piedra angular para la fundamentacién matematica en varias areas de las
ciencias de la computacién. Ademads, también son de gran utilidad para la repre-
sentacion de circuitos eléctricos, en problemas de trayecto 6ptimo y para modelar
redes de carreteras. Mds aun, los grafos pueden utilizarse en dreas como las cien-
cias sociales, la lingiiistica, las ciencias fisicas, las ciencias econdmicas, y en diversas
ingenierfas, entre otras [18].

Encontrar la trayectoria mas corta, es un problema clasico en la teoria de grafos
conocido como el problema de la ruta mas corta, para el cual se han propuesto
muchas soluciones diferentes. Este problema consiste en encontrar el camino mas
corto entre dos vértices en un grafo cuyas aristas tienen un peso (grafo ponderado).

En este trabajo de investigacion se ha construido un grafo de la red de calles de
la ciudad de Martinez de la Torre, Veracruz. En el grafo, los nodos representan
intersecciones y limites de calle, mientras que las aristas representan las calles que
conducen de un nodo a otro contemplando el sentido de las mismas. Los pesos de
las aristas representan la distancia (en metros) entre nodos.

2.2 Grafos

Diversos conceptos relacionados con grafos, como digrafos, arboles, arboles binarios,
arboles de expansion, entre otros; se utilizan en muchas areas de las matematicas, la
computacién, la inteligencia artificial y la investigacion de operaciones. Los grafos
son una generalizacién de los arboles, estructuras de datos compuestas por vértices y
las conexiones entre ellos capaces de representar diversas situaciones y sucesos. Son
ampliamente estudiados en estructuras de datos y matematicas discretas. Antes de
conocer los algoritmos para resolver el problema de la ruta mas corta, se presentan
algunos conceptos importantes relacionados con la aplicacion de grafos en el tema
que se aborda en esta investigacién [4].
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2.2.1 Grafo simple

Un grafo simple G = (V, E) consiste en un conjunto no vacio V' de vértices (o
nodos) y un conjunto F de aristas, siendo cada arista un conjunto de dos vértices
de V. Una arista de grafo simple tiene la forma (v;, v;) y para una arista como ésta,
(vi,vj) = (vj,v;). |V| denota el nimero de vértices y |E| denota el niimero de aristas.
Se dice que una arista e en un grafo que se asocia con el par de vértices u y w es
incidente sobre u y w, y se dice que u y w son incidentes sobre e y son vértices
adyacentes. El grado de un vértice v , deg(v), es el nimero de aristas incidentes con
v.

2.2.2 Grafo dirigido o digrafo

Se compone de un conjunto no vacio V' de vértices y un conjunto E de aristas
(también llamadas arcos), donde cada arista es un par de vértices de V. En un
digrafo, cada arista es de la forma (v;,v;) y en este caso, (v;,v;) # (v, v;).

2.2.3 Multigrafo

Es un grafo en el cual dos vértices pueden unirse por multiples aristas, denominadas
aristas paralelas. Un multigrafo G = (V, E, f) se compone de un conjunto de vértices
V', un conjunto de aristas F, una funcién f : E — v;,v; v, v; € V y v; # v;.

2.2.4 Grafo ponderado

Un grafo con ntmeros en las aristas se llama grafo ponderado. Si la arista e se
etiqueta k, se dice que el peso de la arista e es k. Segun el contexto en el cual
se usan estos grafos, el nimero asignado a las aristas se conoce como peso, costo,
distancia, longitud o de alguna otra manera. En un grafo ponderado, la longitud de
la ruta es la suma de los pesos de las aristas en la ruta.

2.2.5 Trayectoria (o camino)

Sean vy y v, vértices en un grafo. Una trayectoria de vy a v, es una sucesién
alternante de de n + 1 vértices y n aristas que comienza en el vértice vy y termina
en el vértice v,

(Uo, €1,V1,€2,V2, ..., Un—1, €n, Un),

donde la arista e; es incidente sobre los vértices v;, y v; para i = 1,...,n. Otra forma
de denotar una trayectoria es vg, vy, Vg, ..., Un_1, Up.
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Figure 2.1: Ejemplo de grafo dirigido ponderado

2.2.6 Grafo denso

Se dice que un grafo G' con m vértices y n aristas es denso cuando m = O(n?) y
disperso, cuando m = O(n) o inclusive O(nlog(n)). La distincién entre grafos densos
y dispersos es relativamente vaga, decimos en términos practicos que es denso cuando
|E| es cercana a |V|* y disperso cuando |E| es cercana a |V|.

2.2.7 Grafo completo

Un grafo se llama grafo completo y se denota por K, si para cada par de vértices
existe exactamente una arista que los conecta.

2.3 Representacion de grafos

La representacion habitual de un grafo es de manera gréafica como el ejemplo de la
Figura [2.1] el cual se trata de un digrafo ponderado. Por razones de simplicidad las
lineas sin flecha representan aristas en ambos sentidos con el mismo peso. De manera
computacional, los grafos se pueden representar mediante listas de adyacencia y
matrices de adyacencia e incidencia. La eleccién de un grafo de estas caracteristicas,
que corresponde con el grafo generado en la presente investigacién, servira para
definir las distintas formas de representar grafos [II, [12].

2.3.1 Lista de adyacencia

Especifica todos los vértices adyacentes a cada vértice del grafo. Esta lista puede
implementarse como tabla o como lista enlazada. Si el grafo G es disperso entonces la
matriz de adyacencia (descrita en el siguiente punto) A de G contiene muchos ceros;
por tanto, se desperdicia bastante espacio de memoria. En consecuencia cuando G es
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disperso, GG suele representarse en memoria por medio de una lista enlazada, también
denominada lista de adyacencia.

La lista de adyacencia correspondiente al grafo G de la Figura se ilustra en la
Tabla Aqui se muestra cada vértice v en G seguido por una lista de los nodos
adyacentes a v (lista de adyacencia).Cada arista de G corresponde a un vértice v
Unico en una lista de adyacencia y viceversa. Por lo tanto, GG tiene 14 aristas como
14 vértices hay en las listas de adyacencia. Cabe recordar que, en nuestro grafo de
ejemplo, una arista representada por una linea sin punta de flecha indica dos aristas
en sentidos opuestos, ambas con el mismo peso.

Tabla 2.1: Ejemplo de lista de adyacencia
Vértice | Lista de adyacencia
b, ¢

"hmvCLCL
= 0o o

=0 A0 o
O TP

[oN

2.3.2 Matriz de adyacencia

Una matriz de adyacencia de un grafo G = (V, E) es una matriz binaria |V|z|V] tal
que cada entrada

1 i exi : .
0 = { si existe una arista (v;, v;) (2.1)

0 en caso contrario
La Tabla muestra la matriz de adyacencia del grafo G' de la Figura2.1] Se trata
de una matriz cuadrada binaria. Tanto el niimero de filas como de columnas esta
determinado por la cantidad de vértices v de G. Cada elemento a;; representa una
arista cuyo origen es el vértice v; y destino v;. Como puede observarse existen 14
celdas marcadas con 1, cada una corresponde a una arista e del grafo G.

Tabla 2.2: Ejemplo de matriz de adyacencia

a b ¢ d e f
al0 1 1 0 0 O
b|{1 0 0 1 1 0
c|1 0 0 1 1 O
d/0 1 0 0 1 1
e|/0 0O 1 0 0 1
f{0 0 0O 1 0 O
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2.3.3 Matriz de pesos

También conocida como matriz de distancias, una matriz de pesos G = (V, F), donde
G es un grafo ponderado, es una matriz |V |x|V| tal que cada entrada

(2.2)

w si existe una arista (v;, v;)
a;j = )
* -1 en caso contrario

Por convencién, y para fines del presente trabajo, se ha utilizado —1 no como un
valor numérico sino como un simbolo que indica la ausencia de arista (v;,v;). w
representa el peso de la arista (v;,v;). La Tabla muestra la matriz de pesos
correspondiente al grafo de la Figura [2.1]

Tabla 2.3: Ejemplo de matriz de pesos

a b ¢ d e f
al0 8 5 0 0 0
b|{&8 0 0 3 9 0
c|5 0 0 7 3 0
d{0 3 0 0 2 6
e|0 0 3 0 0 4
f10 0 0 6 0 O

2.3.4 Matriz de incidencia

Una matriz de incidencia del grafo G = (V, E') es una matriz |V|z|E| tal que

1 si la arista e; es incidente con el vértice v;
a;; = .
K 0 en caso contrario

(2.3)

En un grafo dirigido G = (V, E), para cualquier arista e = (v;,v;) se dice que e es
incidente en los vértices v; y vj, los cuales son sus vértices extremos, v; es adyacente
hacia v;, mientras que v; es adyacente desde v;. Ademas, el vértice v; es el vértice
origen (o fuente) y v; el vértice destino (o terminal).

Una matriz de incidencia de un grafo dirigido G = (V, E') es una matriz |V |z|E| tal
que

1 si la arista e; es incidente con el vértice v; y “sale de él”
a;; = § -1 sila arista e; es incidente con el vértice v; y “llega hacia él” (2.4)
0 si la arista e; no incide en el vértice v;

Continuando con nuestro grafo de ejemplo de la Figura la matriz de inciden-
cia correspondiente se muestra en la Tabla 2.4 Aqui una arista e = (v;,v;) estd
abreviada de la forma v;v;.
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Tabla 2.4: Ejemplo de matriz de incidencia

ab ac ba bd be ca cd ce db de df ec ef fd
al/l 1 -1 0 O -1 0 0 O O O O O O
bj-1 0 1 1 T 0o 0o 0 -1 0 O O 0 O
cfiO -1 0O 0o o 1 1 1T 0o O O -1 0 O
d4f0 o0 0 -1 0 0O -1 0 1 1 1 0 0 -1
eflO O OO -1 0O 0 -10 -1 0 1 1 0
ff0 o0 0 o O O O O o O -1 0 -11

Cabe preguntarse cual es la mejor representacién de un grafo. Depende del problema
a resolver. Si se trata de procesar vértices adyacentes al vértice v, es recomendable
una lista de adyacencia. Por otra parte, si la tarea consiste en insertar o eliminar
un vértice adyacente a v, una matriz es mejor opcion. También, decimos que, las
matrices de adyacencia se usan cuando el grafo G es denso, y las listas enlazadas
suelen usarse cuando G es disperso.

2.4 Formula de Haversine

El problema de hallar la distancia entre dos puntos geograficos, se reduce a un
problema de geometria conocido como longitud del circulo maximo, el cual permite
hallar la distancia entre dos puntos sobre la superficie de una esfera. Hay multiples
opciones para realizar el calculo, explicaremos la férmula de Haversine, una de las
més confiables y utilizada por la APT Google Maps [14].

El método de Haversine tiene sus origenes en la navegacion maritima. Permite
calcular la distancia entre dos puntos, dadas sus coordenadas geograficas. Sean
(d1,M1) v (P2, A2) las coordenadas geograficas de los puntos 1 y 2 respectivamente,
la férmula de Haversine es:

d = 2r arcsin <\/sin2 <02 ; 91) + cos(6) cos(fz) sin® (AQ ; Al)) (2.5)

donde d es la distancia, 61, 05 y A, Ao se refieren a la latitud y a la longitud,
expresadas en radianes, de los puntos 1 y 2 respectivamente. r es el radio de la tierra
(6,378,137 metros).

Las coordenadas geograficas obtenidas de Google Maps, denominadas coordenadas
GPS, proporcionan la latitud y longitud en grados decimales. Para realizar la con-
versién a radianes es necesario multiplicar por la constante m/180.




CAPITULO 2. MARCO TEORICO 16

2.5 Estado del arte

A continuacion se presenta informacién acerca de investigaciones que abordan la
problematica de la optimizacion de rutas, asi como las aplicaciones y mejoras real-
izadas al algoritmo de Dijkstra:

Edsger W. Dijkstra, resolvié dos problemas relacionados con grafos, uno de ellos
consiste en encontrar la ruta de longitud minima total entre dos nodos dados P y
Q. La solucién brindada es ampliamente utilizada y es conocido como algoritmo de
Dijkstra [3].

Wang Shu-Xi, analiz6 el algoritmo de Dijkstra e identificé algunos aspectos que no
estaban considerados en el problema original, con base en dicho andlisis propuso
mejoras al algoritmo y lo validé mediante experimentos. Las mejoras del algoritmo
permiten: controlar el mecanismo de salida y evita entrar en un ciclo infinito en caso
de existir vértices sin conexién, guardar informacién acerca de todos los vértices
adyacentes y no solo del vértice anterior en la ruta, y que dos (o més) vértices sean
etiquetados de manera simultanea al encontrar la ruta mas corta [16].

Strehler et al., identificaron, entre otras cosas, la necesidad de determinar la ruta mas
corta y planificacién de viajes para su utilizacién en vehiculos eléctricos e hibridos,
ya que es necesario regular la velocidad y el alcance, asi como elegir paradas para
la recarga del vehiculo de manera estratégica, lo anterior debido a que el tiempo re-
querido para la recarga es mayor que los vehiculos que utilizan combustibles fosiles.
En el estudio mencionado desarrollaron un modelo apropiado para encontrar la ruta
mas corta para ese tipo de vehiculos, basandose en el algoritmo de Dijkstra y con-
siderando que una ruta puede contener ciclos, que conducen hacia una estacién de
recarga. En el estudio también consideraron los casos en que una estacién de recarga
pueda estar ocupada por otro vehiculo [17].

Galan et al., manifiesta que aunque es posible calcular la ruta mas corta mediante
el algoritmo de Dijkstra, en situaciones reales esta no siempre es la elegida. Los au-
tores presentan un nuevo algoritmo denominado PEDA (Probabilistic Extension of
Dijkstra’s Algorithm), como una extensién al algoritmo de Dijkstra en el cual intro-
ducen cambios probabilisticos en el peso de las aristas y también en las decisiones al
elegir el camino mds corto. Como un ejemplo de aplicacién presentan ATISMART*,
un modelo que proporciona simulaciones de flujo de trafico en ciudades inteligentes,
utilizando senales inteligentes y el algoritmo PEDA. Cuando PEDA es aplicado al
flujo de trafico se obtienen simulaciones mas realistas, en contraste con el modelo
ATISMART, que utiliza el algoritmo de Dijkstra y por lo tanto satura aquellas vias
que pertenecen a la ruta més corta, dejando algunas zonas del mapa casi vacias [9].
Zou et al. utilizaron un algoritmo basado en los algoritmos de Dijkstra y Bellman-
Ford para planificaciéon de rutas en sistemas de transportacién aplicado a una red
de sensores inaldmbricos. Cada nodo en la red utiliza el algoritmo de Dijkstra y el
algoritmo Bellman-Ford es utilizado para calcular la ruta més corta de manera global
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en la red debido a que es posible su implementacién de manera distribuida [20].
Hussain y Bingcai, presentan un nuevo método para seleccionar un nodo de tipo
clusterhead (que gestiona la comunicacién dentro de un cluster) en una red ad-
hoc vehicular (VANET) utilizando los algoritmos K-Means y Floyd-Warshall. El
algoritmo Floyd-Warshall calcula la distancia méas corta de todos los pares para
cada vehiculo dentro del cluster definido. Un vehiculo con la distancia promedio
méas corta en el cluster es elegido como el clusterhead. El algoritmo selecciona un
vehiculo centralizado, por lo tanto el tiempo de estabilidad mejora significativamente.
Mediante una simulacion demuestran que superan los algoritmos contemporaneos
en términos de la media de la relacion entre la senal pico y el ruido, el rango de
transmision, la conectividad promedio y la duracién promedio del clusterhead [7].
Lozano et al., proponen un método de solucién exacta para el problema de la ruta mas
corta restringida (CSP) que es capaz de manejar redes grandes en un tiempo razon-
able. CSP es el problema de la ruta mas corta sujeto a restricciones y fue utilizado
para resolver eficazmente un problema de programacién de turnos de actividades
multiples y un problema de diseno de rutas de transporte rapido de autobuses. El
algoritmo propuesto, denominado algoritmo de impulsos, esta basado en el algoritmo
de Dijkstra para determinar la ruta més corta [11].

Guzman et al., presentan la generacién de rutas 6ptimas entre dos nodos de un grafo
de visibilidad que permite guiar el curso de un robot movil. Utilizan y comparan
dos algoritmos de busqueda: el algoritmo de Dijkstra y el algoritmo genético. Am-
bos métodos arrojan la misma ruta optima. Sin embargo, el algoritmo de Dijkstra
tuvo un gasto computacional mucho menor que el algoritmo genético. El algoritmo
genético no alcanza a demostrar su utilidad en su totalidad ya que son pocas las
trayectorias subdptimas que tiene el ejemplo abordado. Este algoritmo puede ar-
rojar mejores resultados cuando no se asocia con grafos, es decir, cuando tenga la
disponibilidad de puntos posibles para encontrar la ruta éptima [6].

Karakatic y Podgorelec, realizaron un estudio acerca de algoritmos genéticos disenados
para resolver el problema del enrutamiento de vehiculos de multiples paradas (MD-
VRP). Presentan fortalezas y debilidades de los métodos, operadores y entornos
especificos utilizados para resolver este tipo de problemas. Los algoritmos genéticos
(GA), pertenecientes al grupo de los metaheuristicos, son comparadas con otros en-
foques, tanto exactos como heuristicos. Mientras los algoritmos exactos resuelven de
manera eficiente problemas pequenos, existen dificultades para resolver problemas
especiales de las variantes VRP. Los algoritmos metaheuristicos representan una al-
ternativa. La principal ventaja de los GA sobre otros algoritmos metaheuristicos
es el rendimiento y el resultado final sobre limitaciones de tiempo y de poder de
computo, a la vez que se obtienen soluciones competitivas [10].
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b)

Figure 3.1: (a) Ubicacién de Martinez de la Torre, Veracruz y (b) Mapa de la ciudad

3.1 Materiales cartograficos

Para obtener la informacién cartografica se usé Google Map&ﬂ, un servidor de apli-
caciones web que pertenece a Alphabet Inc. Ofrece imagenes de mapas desplazables,
asi como fotografias por satélite del mundo. Ademas, permite obtener informacion
sobre un lugar especifico, medir la distancia entre dos puntos, consultar informacién
sobre el trafico vehicular, el transporte publico, las rutas, entre otras. Para la pre-
sente investigacion se utilizé esta herramienta para obtener informacién de la ciudad
de Martinez de la Torre, Veracruz, a partir de la cual se construye el grafo.

Segun la Encuesta Intercensal del 2015 realizada por el INEGI, el municipio de
Martinez de la Torre cuenta con una poblacién total de 110 415 habitantes (1.4% de
la poblacién estatal), una densidad de poblacién de 277.0 hab/km? y una superficie
de 815.13 km? (0.6% del territorio estatal), estos datos nos ayudan a entender que
en la ciudad existe una poblacion considerable, lo que conlleva al congestionamiento
vial. En la Figura a) se muestra la ubicaciéon de Martinez de la Torre en el
estado de Veracruz y en la Figura b) se aprecia el mapa de la ciudad. Para
realizar las pruebas iniciales se ha seleccionado la zona de interés que muestra la
Figura (3.2 en la misma imagen aparece resaltado el grafo generado. En el grafo, los
nodos representan las intersecciones o extremos de calles (numerados en negro, de 0
a 37) y los pesos de las aristas representan la distancia (en metros) entre los nodos
(numerados en rojo).

Thttps:/ /www.google.com.mx,/maps
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Figure 3.2: Area de interés: Colonia Melchor Ocampo

3.2 Herramientas de programacion

Para implementar el algoritmo de Dijkstra con la informacion del grafo de la regién
seleccionada, se utilizo el lenguaje de programaciéon Java con NetBeans IDE 8.2. El
programa lee un archivo de texto que contiene la matriz de adyacencia del grafo,
implementa el algoritmo y encuentra la ruta mas corta entre dos puntos. Se utiliza
programacion orientada a objetos, de esta manera los vértices y aristas son objetos
capaces de almacenar diversos atributos o caracteristicas.

Para la construccion del grafo completo se ha utilizado la libreria Java Client for
Google Maps Services, que contiene las APIs necesarias para trabajar con direcciones,
distancias, rutas, geolocalizaciones, mapas, etc. Permite trabajar con los servicios
web de Google Maps. La Google Maps JavaScript API se utilizé para seccionar el
mapa mediante el uso de poligonos y polilineas. La API Apache POI se uso para el
manejo de archivos de Microsoft Excel que contienen informacién del Grafo.

3.3 Meétodo (Fase 1). Grafo del area de interés

El presente trabajo de investigacion se ha manejado en dos fases. La primera fase
consiste en construir el grafo de una secciéon que representa un area de interés de
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Map acquisition of
Phase 1 Martinez de la Torre, Ver.

.......................................... I

Choice and construction of the

Phase 2 graph of the area of interest
.......................... I
Phase 3 Test of the Dijkstra’s Test of the Dijkstra’s algorithm
algorithm whit the graph whit the graph + additional parameters
.......................... L * |
Phase 4 Results and analysis

Figure 3.3: Metodologia utilizada [13]

la ciudad, para posteriormente realizar pruebas con el algoritmo de Dijkstra. En la
segunda fase se aborda la construccion del grafo la ciudad completa y se experimenta,
ademas del algoritmo de Dijkstra, con los algoritmos Bellman-Ford y Floyd-Warshall.
La Figura muestra el diagrama de flujo de la metodologia a seguir. El proceso
consta de cuatro fases.

Como se ha mencionado, el modelo se pretende desarrollar para la ciudad de Martinez
de la Torre, por ello, y con la finalidad de tener un panorama visual del problema, en
la fase uno se adquiri6 el mapa de la ciudad. En la segunda fase se eligié una zona de
interés dentro de la ciudad de Martinez de la Torre, se obtuvieron los datos basicos
como son intersecciones (nodos) y distancia entre ellos (pesos de las aristas), se creé
una representacién grafica (grafo) y finalmente se representé mediante una matriz
de adyacencia. En la fase tres se llevo a cabo la programacion del algoritmo en
Java, se utiliza en primer lugar, una version ampliada del algoritmo de Dijkstra que
permite encontrar tanto la distancia de la ruta méas corta (suma de los pesos) como
la ruta més corta (secuencia de vértices que forman la ruta); y en segundo lugar, las
adaptaciones necesarias para manejar parametros adicionales. En esta fase también
se realizaron las pruebas sobre dichos algoritmos. En la fase cuatro se obtienen y
analizan los resultados, para determinar el correcto funcionamiento se comprueban
los datos de manera manual y también se comparan resultados con los arrojados por
la herramienta Google Maps.
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Figure 3.4: Mapa de Martinez de la Torre seccionado

3.4 Método (Fase 2). Grafo completo de la ciudad

3.4.1 Seccionamiento del mapa

Un drea rectangular de 10z6km (60km?) ha sido contemplada para construir el
grafo de la ciudad de Martinez de la Torre. Se utiliza un mapa de Google Maps que
corresponde con esas medidas y que abarca la ciudad en su totalidad. Para una mejor
manipulacién de la informacién y para facilitar la elaboracion del grafo, el mapa ha
sido seccionado en dreas de 5002500m (0.25km?). Las distancias se han calculado
mediante la férmula de Haversine y las coordenadas geogréficas se han estimado
mediante el método del punto medio. Con ayuda de la Google Maps JavaScript API
se han construido secciones rectangulares mediante polilineas que se agregan a un
mapa en forma de capa. El resultado final es un mapa dividido en 240 secciones en
forma de malla como se muestra en la Figura|3.4

3.4.2 Construccion de grafos individuales

La informacién obtenida de Google Maps son los nodos (intersecciones y limites de
calles), las ubicaciones, las distancias y los nodos adyacentes. Para facilitar esta
tarea, las distancias entre nodos adyacentes se calculan a partir de las coordenadas
geograficas mediante la API DistanceMatrix de Google Maps. Los nodos de cada
seccion son etiquetados de manera temporal. Los grafos individuales se representan
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mediante listas de adyacencia y se registran en un documento de Microsoft Excel que
permitird crear el grafo completo posteriormente. La Figura [3.5| muestra un ejemplo
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Figure 3.5: Ejemplo de seccién con nodos etiquetados

de una seccion con los nodos etiquetados.

3.4.3 Construccion del grafo completo

Mediante un programa realizado en Java se genera de manera dindamica el grafo
completo. Este define nodos y los etiqueta nuevamente para construir, a partir de
los grafos individuales, una lista de adyacencia y una matriz de distancias globales.
El resultado final es un grafo que representa la red de calles y carreteras de la regién
que ilustra la imagen y que corresponde con la zona urbana y alrededores de la
ciudad de Martinez de la Torre, Veracruz. Los detalles y la representacién del grafo

obtenido se describen en el Capitulo [4]
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3.4.4 Incorporacion de parametros adicionales

Como ya se ha mencionado anteriormente, los PA contemplados en el presente tra-
bajo son aquellos factores que restringen el transito vehicular por determinadas aris-
tas (calles). Ejemplos de estos factores son: altura maxima permitida, acceso re-
stringido a transporte pesado, amplitud de las calles, tramos cortados por reparacién
o trafico detenido, encharcamientos, entre otros. Cabe mencionar que queda fuera
del alcance de este trabajo de investigacion la recopilacion de informacién acerca de
tales factores en la ciudad de Martinez de la Torre. En lugar de eso, nos enfocamos
en adaptar y probar los algoritmos para la manipulacién de dichos parametros.

Es importante senalar que una solucién alternativa al manejo de los PA consiste en
alterar la topologia de la red, especificamente, agregando o eliminando aristas. Sin
embargo, esta solucion no parece conveniente debido a que genera un grafo que no
corresponde con la red de calles de la ciudad en la realidad. Por ejemplo, si asumimos
que la arista (a,b) estd bloqueada por trafico detenido, entonces en determinado
momento (mientras permanece el bloqueo) una ruta alterna deberd ser generada a
pesar de que existe una calle que comunica los nodos a y b. Més tarde, cuando se
reanude la circulacion, dicha arista formard parte de la ruta generada. Lo anterior
se habra conseguido sin haber alterado la naturaleza del grafo.

La manipulacion de la lista de adyacencia y la matriz de distancias del grafo, permite
tratar a los nodos y las aristas como objetos. Asi la informacion adicional se puede
agregar facilmente como atributos de los objetos correspondientes. De la misma
forma se incorpora informacién de los PA que se utilizan para determinar la ruta
6ptima. Con fines ilustrativos acerca de las restricciones que imponen los parametros
adicionales, se han contemplado algunos como ejemplo, a saber: altura méaxima,
tramos cortados por reparacion y calles inundadas. La presencia o ausencia de dichas
caracteristicas modifica la ruta final obtenida. En el Capitulo 4] se detalla el manejo
de PA.

3.4.5 Implementaciéon de algoritmos de la ruta mas corta

Con la finalidad de comparar resultados se han utilizado de manera adicional al
algoritmo de Dijkstra, los algoritmos Bellman-Ford y Floyd-Warshall, para resolver
el problema de la ruta mas corta. Ademas, para ejemplificar los resultados obtenidos
contemplando parametros adicionales a la distancia, se ha contemplado también
determinar la ruta mas corta utilizando la API de Google Maps. La descripcién
detallada de la manipulacién de PA y la ejecucion de los algoritmos de la ruta més
corta se aborda en el Capitulo 4]
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Algoritmos de la ruta mas corta

El problema de la ruta més corta es un clasico problema de optimizacién ampliamente
estudiado y con multiples aplicaciones en diversas areas. En los grafos ponderados
con frecuencia se desea encontrar la ruta més corta entre dos vértices dados. Para
resolver este problema se ha propuesto un gran nimero de soluciones diferentes.
En relacion con el presente trabajo de investigacién se han analizado los algoritmos

existentes que son capaces de resolver el problema aqui planteado, a saber: Dijkstra,
Bellman-Ford y Floyd-Warshall [§] y [2].

e Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra resuelve con eficiencia el problema de la ruta més
corta. Para la aplicacion del algoritmo de Dijkstra se asume que los pesos son
nimeros positivos y que se quiere encontrar la ruta mas corta del vértice a
al vértice z. Sea L(v) la etiqueta del vértice v. En cualquier punto, algunos
vértices tienen etiquetas temporales y el resto son permanentes. Sea T el
conjunto de vértices que tienen etiquetas temporales. Si L(v) es la etiqueta
permanente del vértice v, entonces L(v) es la longitud de una ruta més corta de
a a v. Al inicio, todos los vértices tienen etiquetas temporales. Cada iteracion
del algoritmo cambia el estado de una etiqueta de temporal a permanente; el
algoritmo termina cuando z recibe una etiqueta permanente [§].

El algoritmo [1| encuentra la longitud de una ruta mas corta del vértice a al
vértice z en un grafo ponderado conexo. El peso de la arista (i, j) es w(i, ) > 0,
y la etiqueta del vértice es L(z). Al terminar, L(z) es la longitud de la ruta
mas corta de a a z.

Version extendida del algoritmo de Dijkstra. En la mayoria de las apli-
caciones, ademés de encontrar la longitud de la ruta mas corta, también se
desea identificar la ruta mas corta. Una ligera modificacién al algoritmo (1] per-
mite conseguirlo. Consiste en agregar a L(v), el nombre del vértice previo en la
ruta (predecesor), es decir, la etiqueta del vértice v es L(v),v,, donde L(v) es
la longitud minima de a a v, y v, es el predecesor. Esto asegura por completo,
que z (el nodo destino) tiene una etiqueta que indica la longitud minima desde
a y es posible moverse hacia atrds en las etiquetas para encontrar la ruta mas
corta. En adelante, nos referimos a esta modificacion como la version extendida
del algoritmo de Dijkstra.

Complejidad algoritmica. El algoritmo de Dijkstra, tiene en el peor de los
casos, complejidad O(n?). La linea 5 se ejecuta O(n) veces. Dentro del ciclo
“while”, la linea 9 toma un tiempo O(n). El cuerpo del ciclo “for” (linea 12)
toma un tiempo O(n). Como las lineas 9 y 12 estan anidadas dentro del ciclo



CAPITULO 3. MATERIALES Y METODO 26

Algoritmo 1 Algoritmo de la ruta mas corta de Dijkstra

Entrada: Un grafo ponderado conexo en el que todos los pesos son positivos;
vértices a a z
Salida: L(z), la longitud de la ruta més corta de a a z

1: DIJKSTRA (w,a,z,L)

2:{

8:

9:
10:
11:
12:
13:
14:

15: }

L(a)=0
for todos los vértices x # a do

L(z) = o0
end for
T = Conjunto de todos los vértices //T es el conjunto de todos los vértices
cuyas distancias més cortas desde a no se han encontrado
while z € T" do

seleccionar v € T' con L(v) minimo

T=T-v

for cada z € T adyacente a v do

L(x) = min{L(zx), L(v), +w(v,x)}

end for

end while

“while” (linea 8) que toma un tiempo O(n), el tiempo total para las lineas 9 y
12 es O(n?). Entonces el algoritmo de Dijkstra corre en un tiempo O(n?)

Algoritmo de Bellman-Ford

El algoritmo Bellman-Ford resuelve el problema de la ruta mas corta en el
caso general en el cual los pesos de las aristas pueden ser negativos. Dado un
grafo dirigido ponderado G = (V, E') con un nodo origen s y una funcién peso
w: F — R, el algoritmo Bellman-Ford retorna un valor booleano que indica si
existe o no un ciclo de peso negativo que es accesible desde el nodo origen. Si
tal ciclo existe, el algoritmo indica que no hay solucién. Si no existe tal ciclo,
el algoritmo genera las rutas mas cortas y su pesos.

El algoritmo relaja las aristas, disminuyendo progresivamente una estimacion
v.d sobre los pesos de una ruta mas corta desde el nodo origen s al vérticev € V/
hasta que se consiga el peso actual de ruta més corta §(s,v). El algoritmo
retorna TRUE si y solo si el grafo no contiene ciclos de peso negativo que son
accesibles desde el origen.
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Algoritmo 2 Algoritmo Bellman-Ford
Entrada: Un grafo ponderado dirigido G = (V, E'),una funcién de pesos w : £ — R
y un nodo origen s
Salida: Un valor booleano que indica si existe o no solucion.
1: BELLMAN-FORD(G, w, s)
2: {

3:  for each vertex v € V do

4 d= o0

5 m=NULL

6: end for

7. d=0

8: fori:=1to |V|—1do

9: for each edge (u.v) € G.E do
10: RELAX(u,v,w);

11: end for

12:  end for

13:  for each edge (u,v) € G.E do

14: if v.d > u.d +w(u,v) then
15: return FALSE
16: end if

17:  end for
18: return TRUE

19: }

El proceso de relajacién de una arista (u.v) consiste en probar si podemos
mejorar la ruta més corta para llegar a v a partir de u, si es asi, se actualiza
d y m. Un paso de relajacion puede decrementar el valor de la ruta mas corta
estimada d y actualizar el atributo predecesor de v, 7. El algoritmo |3| presenta
un paso de relajacién sobre la arista (u,v).

Algoritmo 3 Paso de relajacion

Entrada: arista (u,v) y el peso w(u,v)

Salida: Posible actualizacion de la ruta mas corta estimada d y del predecesor 7.
1: RELAX (u,v,w)
2: {

3. if v.d > u.d + w(u,v) then
4: v.d =u.d+ w(u,v)

ot VT =U

6: end if

T

}
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Complejidad algoritmica. El algoritmo Bellman-Ford se ejecuta en un
tiempo O(V' E), ya que la inicializacién en las lineas 3-7 toma un tiempo O(V),
cada una de las |V| — 1 iteraciones sobre las aristas en las lineas 8-12 toma un
tiempo O(FE), y el ciclo for de las lineas 13-17 se ejecuta en tiempo O(FE).

e Algoritmo de Floyd-Warshall

El algoritmo Floyd-Warshall encuentra la ruta més corta entre todos los pares
de vértices de un digrafo ponderado con pesos no negativos. La representacion
natural para un grafo en el algoritmo Floyd-Warshall es una matriz de adya-
cencia. Se asume que tenemos un grafo dirigido G = (V| E) y que los vértices
V', son numerados 1,2,...,n. Més aun, tenemos una matriz C[i,j] que nos
informa el peso de la arista (7, 7). Si no hay arista C[i, j], entonces asumimos
que C[i, j] es infinito. Aunque en el grafo puede haber aristas de peso negativo
, nosotros asumimos que no existen ciclos de peso negativo. Para la naturaleza
de la presente investigacién asumimos que todos pesos son no negativos [5].

El algoritmo 4 calcula la matriz A, donde A[i, j] es la longitud maés corta del
vértice ¢ al vértice j.

Complejidad algoritmica. El tiempo de ejecuciéon del algoritmo Floyd-
Warshall esté determinado por los tres ciclos “for” anidados en las lineas 11-19.
El algoritmo Floyd-Warshall calcula la matriz de distancias de las rutas més
cortas entre todos los pares de vértices del grafo G = (V, E) en un tiempo
O(n?) y un espacio O(n?).
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Algoritmo 4 Algoritmo Floyd-Warshall

Entrada: Un grafo ponderado conexo G = (V, E), donde v = 1,2, ...,n y una matriz
de pesos Ci, j].

Salida: Un matriz de distancias A[l..n, 1..n] donde A[i, jles la distancia de la ruta
mas corta de ¢ a j

1: FloydWarshall(G)
2: {

for i :=1ton do

for j:=1ton do
Ali, j] = C[i, jl;

end for

end for

for i :=1ton do
Ali, 1] :==0;

10: end for

11: for k:=1tondo

12: fori:=1ton do

13: for j :=1ton do

14: if Ali, k] + Alk,j] < Ali,j] then
15: Ali, 7] = Ali, k] + Alk, j];

16: end if

17: end for

18: end for

19: end for
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4.1 Preliminares

Para los experimentos realizados se utilizé un equipo de cémputo con las siguientes
especificaciones: Laptop marca Lenovo, modelo YOGA 510-141KB, sistema opera-
tivo Windows 10 Home Single Language de 64 bits, procesador Intel(R) Core(TM)
i7-7500U CPU 2.70 GHz 2.90 GHz, RAM 8.00 GB, Unidad de almacenamiento
HDD 1.00 TB y procesador x64. De manera estratégica se han elegido rutas que
pudieran comprometer al algoritmo o que ponen de manifiesto el manejo de diversos
parametros, especificamente aquellas que pudieran tener mas de una ruta mas corta,
calles de un solo sentido y calles que presentan caos vial en horas pico.

La Tabla[£.1] muestra la distancia total (suma de los pesos) y los vértices recorridos
de la ruta més corta entre los nodos origen y destino.

Tabla 4.1: Rutas generadas por el algoritmo de Dijkstra

No. Src¢ Dst Dist Path (sin pardmetros) Dist, Path (con pardmetros)

1 31 37 289 31-30-33-36-37 289 31-30-33-36-37

2 0 37 665  0-4-10-16-22-26-29-32-35-36-37 850 0-1-2-6-12-25-31-30-33-36-37
3 0 4 65 0-4 311 0-1-5-4

4 0 35 448  0-4-10-16-22-26-29-32-35 879  0-1-2-6-12-25-31-30-33-36-35
) 35 0 448  35-32-29-26-22-16-10-4-0 877 35-36-37-31-25-12-6-2-1-0

6 3 35 760  3-8-14-20-25-31-30-29-32-35 761 3-8-14-20-25-31-30-33-36-35
7 27 30 312 27-26-29-30 563  27-23-17-11-12-25-31-30

8 1225 415 12-25-20-14-13 415 12-25-20-14-13

Se alcanzaron los resultados esperados, pues se encontré la ruta més corta en una
seccion de la ciudad considerando otros parametros aparte de la distancia. El haber
elegido una regién especifica para la implementacion de este proyecto, permitio con-
templar parametros que los sistemas existentes no han considerado. Estos resultados
han sido reportados en [13].

4.2 Finales

4.2.1 Recursos hardware y software utilizados

Tanto para la construccion de las estructuras de datos que representan el archivo,

como para la programacién y analisis de algoritmos se ha utilizado un equipo de

cémputo con las siguientes caracteristicas: Laptop marca Lenovo, modelo YOGA

510-14IKB, sistema operativo Manjaro Linux (Versién de Kernel 4.9.96-1-MANJARO)
de 64 bits, procesador Intel(R) Core(TM) i7-7500U CPU 2.70 GHz 2.90 GHz, RAM

8.00 GB, Unidad de almacenamiento SSD 480 GB y procesador x64.
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4.2.2 Caracteristicas del grafo

El grafo resultante que representa la totalidad de calles de la ciudad de Martinez de
la Torre, cuenta con las caracteristicas que se describen a continuacién:

e Dirigido. El sentido de las calles define la direccién de las aristas. Sea a y b
dos nodos(interseccién o limite de calle) conectados por una arista (calle) e .
Las aristas (a,b) y (b,a) existen si la calle es doble sentido, en caso contrario
solo una arista existe para calles de un solo sentido. Lo anterior define un grafo
dirigido o digrafo.

e Ponderado. El peso de las aristas corresponde a la distancia en metros entre
un par de nodos. Esta condicion define un grafo ponderado.

e Sin pesos negativos. El grafo no contiene pesos negativos debido a que los pesos
son distancias.

e Disperso. Cada nodo tiene como maximo cuatro nodos adyacentes, por tanto
el nimero de aristas es lejano al nimero maximo de aristas. Sea m el nimero
de vértices y n el nimero de aristas se cample que m = O(n). Se trata entonces
de un grafo disperso (no denso).

e No es multigrafo. Se presentan pocos casos de pares de nodos conectados por
mas de una arista. En estos casos, se ha agregado un nodo intermedio para
descartar esta condicion y de esta manera evitar modificaciones a los algoritmos
utilizados que incrementan el costo computacional.

El grafo final estd formado por un total de 3227 nodos (|V| = 3227). Resulta
indispensable utilizar una lista de adyacencia y una matriz distancias (o de pesos)
de manera conveniente para mejorar el rendimiento de los algoritmos. Una lista de
adyacencia resulta 1til cuando se analizan los nodos adyacentes, mientras que una
matriz de distancias es requerida para consultar los pesos de las aristas.

4.2.3 Vértices, aristas y pesos

Los vértices del grafo representan intersecciones o limites de calles. Por ejemplo,
en la Figura los vértices b y ¢ son intersecciones mientras que los vértices a y d
corresponden a limites de calle. Las aristas son las calles que unen dichos vértices
considerando el sentido de las mismas. Algunas de las aristas de la Figura son:
(a,b), (b,a), (b,c), (¢,d) y (d,c). Aqui, la flecha en las calles define el sentido y una
calle sin flecha es ambos sentidos.

Un caso especial se presenta cuando dos nodos estan comunicados por dos calles
(multiples aristas), lo cual genera un multigrafo que obliga a modificar los algoritmos
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Figure 4.1: Vértices: intersecciones y limites de calles

Avila Camachq b

Figure 4.2: Vértice que elimina aristas paralelas

anadiendo un costo computacional. La solucién para evitar esto es agregar un tercer
nodo de manera conveniente como se ilustra en la Figura[d.2l Aqui, sin considerar el
nodo ¢, los nodos b y a estan conectados por dos aristas (paralelas). Al agregar ¢, se
consigue eliminar una de las aristas paralelas quedando las siguientes: (a,c), (¢, a),
(b,c), (c;b) y (b,a).

Los pesos de las aristas han sido calculados de dos maneras: mediante la férmula
de Haversine y por medio de la API DistanceMatrix. La férmula de Haversine
(descrita en calcula la distancia “en linea recta’ﬂ entre dos puntos geograficos
(nodos). La desventaja de este método es que la distancia calculada entre nodos
conectados por calles o carreteras que no son lineas rectas, es una aproximacion
lejana a la realidad. La segunda opcién utiliza la API DistanceMatrix, un servicio
que proporciona tiempos y distancias de viaje para un origen y un destino. La
API retorna informacién calculada mediante la API Google Maps. Resulta evidente

IEstrictamente, se conoce como la distancia del circulo maximo entre dos puntos de un globo[15]
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Vertice Arista
-id: int -id: S5tring
-longitud: float —orig?n: ijt
-latitud: float -dESTIHQ: int
-parametros: ArraylList -peso: int
+get/set() -parametros: ArraylList
+toString() +get/set()

+toString(): String

Figure 4.3: Diagrama de las clases Vertice y Arista

que la opcion mas apropiada es la segunda, sin embargo, tiene como desventaja las
restricciones y costos impuestos por Google.

Se ha construido una matriz para cada una de las opciones descritas anteriormente.
En ambos casos, los pesos de las aristas son indicados en metros.

4.2.4 Programacion

Los elementos base para la construccién de las estructuras de datos que representan
el grafo en la memoria de la computadora son los vértices y aristas. Un vértice se
define por un identificador o nombre, las coordenadas GPS (longitud y latitud) y
una lista de pardametros. Una arista estd formada por un identificador, un nodo
origen, un nodo destino, el peso o distancia y una lista de parametros. La Figura
muestra los diagramas de las clases Vertice y Arista. En ambos diagramas
utilizamos, a manera de abreviatura, la expresién get/set() para indicar que existen
los correspondientes métodos get y set por cada uno de los atributos de la clase.

Un arreglo bidimensional de enteros representa la matriz de pesos de nuestro grafo
ponderado. Se trata de una matriz Ai, j] cuadrada de 3267x3267. Los indices corre-
sponden con el identificador de cada uno de los vértices. Cada elemento a;; puede ser,
o bien —1 si no existe la arista (vi;, v;), o bien la distancia en metros de la arista (i, ).

La Figura muestra la matriz de pesos final, que representa el grafo ponderado
de la ciudad de Martinez de la Torre, Veracruz. Aqui, cuando A[i, j| = —1 no existe
la arista (v;,v;). Por otro lado, cuando la arista existe, A[i, j] = w, donde w es la
distancia en metros entre los vértices v; y v;.

La consulta de los pesos de las aristas resulta directa utilizando la matriz de pesos.
Para la arista (v, v;), w;; = A[i, j|. Sin embargo, al tratarse de un grafo disperso se
provoca un desperdicio en la memoria de la computadora. También, para consultar
los pesos de todos los vértices adyacentes al vértice v;, se debe iterar de 0 a |V| —1
como lo indica el algoritmo Lo anterior, solo para encontrar como maximo un
total de 4 vértices adyacentes, requiere un tiempo O(V).
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Vértice destino

ol 1] 2]3]als]e6]7]8] 9 |10]11].[326]

0 1 66 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . 8.

1 66 -1 9 -1 642 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 .
Vi 1 95 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 .. 8.
"l 1 -1 -1 -1 84 -1 -1 -1 -1 -1 -l Al L B
t| la 1 642 -1 64 -1 321 -1 -1 -1 -1 -1 1. B
el s 1 -1 -1 -1 321 -1 139 -1 -1 -1 -1 -1 .. 8.
e/ I 1 -1 -1 -1 -1 139 -1 -1 -1 -1 -1 -l .. 8
ol 17 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 394 -1 -1 -1 .. 8.,
r| |8 1 1 1 1 1 1 1 3% 1 213 1 1 .. &
s'] o 1 1 1 1 1 1 1 1 213 1 1 1 .. &,
e| [10 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 . 8.
nloa R S S N L S N N S S S O
66 | 2., 2., a_.a_a_,a_a_a_a_a_a_.a_ . a_._

Figure 4.4: Matriz de distancias final

Algoritmo 5 Iteracién para consultar pesos de aristas adyacentes
1: for j:=0to|V]|—-1 do

2. if Ai,j]! = —1 then
3: Wi = [Z,j]

4:  end if

5. end for

Una solucion mas apropiada que elimina las desventajas de la matriz de pesos de-
scritas anteriormente, es la representacion del grafo mediante una lista de adyacen-
cia. La Figura muestra la lista de adyacencia que representa el grafo. Utiliza
un arreglo de tamano 3267 para almacenar los vértices. Cada vértice apunta hacia
una lista enlazada que almacena los nodos adyacentes y que tendrd como maximo
4 elementos. Esto garantiza que se reserva exactamente la cantidad de memoria
requerida. Ademads, permite consultar nodos adyacentes de manera directa elimi-
nando el costo computacional que implica el uso de la matriz de pesos descrito en el
algoritmo [5]

Los algoritmos Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall se han programado en Java.
El grafo final, representado por la matriz de pesos, se almacena para su lectura en
un archivo CSV. Cada vez que el programa se ejecuta se crean en memoria las
estructuras de datos descritas anteriormente mediante la lectura de dicho archivo.
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Listas de adyacencia

|ady, ady, ady, ady,
A 0 1]
: 1 0 2 4|
e 2 1]
? 3 4
o | La 1 3 5
5 4 6,
: < 6 5 320
7 8 56
v 8 7 9
e
r 9 8|
t 10 67 68
1
. 11 73|
e :
S \|3266] V.

Figure 4.5: Lista de adyacencia

4.2.5 Manipulacién de parametros adicionales

Esta claro que para determinar la ruta 6ptima no es suficiente calcular la ruta més
corta en términos de distancia. Existen multiples factores o atributos, ademés de
la distancia, que influyen en la seleccion de la ruta 6ptima. Hemos denominado a
estos factores parametros adicionales. Los PA pueden pertenecer a las aristas o a
los vértices. Podemos identificar claramente dos grupos de pardmetros: a) aquellos
que impiden la circulacién a través de un vértice o de una arista y, b) aquellos que
modifican el peso de una arista.

Nos referimos como parametros booleanos al primer grupo. Algunos ejemplos
son: tramos cortados, encharcamientos durante temporada de lluvias que impiden
la circulacion, altura maxima de vehiculos, acceso restringido al transporte pesado,
amplitud de las calles, entre otros. Denominamos parametros numéricos al se-
gundo grupo. Forman parte de este grupo: el flujo vehicular, nivel de inseguridad,
inclinacién de las calles o carreteras, tiempo de espera en semaforos, cantidad de
topes, cruces peatonales (por ejemplo en escuelas), etc.

En el presente trabajo de investigacién se aborda la manipulacién de los parametros
booleanos. Para explicar porque este tipo de parametros impiden la circulacién a
través de la arista a la que pertenecen, tomaremos como ejemplos dos de ellos: tramo
cortado y altura maxima. Se puede encontrar un tramo cortado por reparacion,
bloqueado por algin accidente o por manifestacion, entre otras causas. Un ejemplo
de restriccién por altura méaxima puede tratarse de una calle que pasa debajo de un
puente. Tal es el caso de la Avenida Pedro Belli a la altura del Palacio Municipal
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Figure 4.6: Altura maxima para circulacién en Av. Pedro Belli

que permite la circulacién debajo del puente a vehiculos con una altura no mayor a
2.2 m. como muestra la Figura [4.6]

Este tipo de pardametros representan restricciones que permiten o impiden la circu-
lacién a determinados vehiculos. De ahi que se denominen parametros booleanos.
Modificar el grafo para eliminar la arista no representa la naturaleza del problema,
dado que la arista existe aunque la circulaciéon, bajo ciertas condiciones, no sea
posible. Por lo tanto, para la manipulacién de cada parametro booleano se verifica
la disponibilidad de la arista antes de determinar la ruta més corta en cada paso de
relajacién de los algoritmos. Cabe mencionar que el paso de relajacién (mostrado
en |3)) es utilizado en los tres algoritmos: Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall.
La solucién se muestra en el algoritmo [6] Aqui la funcién estaAristaDisponible()
retorna un valor booleano y se encarga de verificar la disponibilidad de la vialidad
(arista) de acuerdo a los pardmetros contemplados. Ya que cada algoritmo establece
w = oo para indicar que no hay arista entre ciertos nodos, hemos realizado la misma
asignacion para indicar que a pesar de que hay arista, esta no se encuentra disponible.
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Algoritmo 6 Paso de relajacion con verificacién de disponibilidad de la arista

Entrada: arista (u,v) y el peso w(u,v)
Salida: Posible actualizacion de la ruta mas corta estimada d y del predecesor 7.
1: RELAX (u,v,w)
2: {
if —estaAristaDisponible(u,v) then
w = 00
end if
if v.d > u.d + w(u,v) then
v.d = u.d+ w(u,v)
VT =u

end if

10: }
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5.1 Rutas analizadas

Como se propuso inicialmente, la construcciéon del grafo y la manipulacion de diversos
parametros mediante algoritmos de la ruta mas corta, permiten encontrar la ruta
optima en un entorno local en la ciudad de Martinez de la Torre.

La Tabla muestra informacién de diversas rutas con las cuales se pusieron a
prueba los algoritmos. La columna Ruta es el nimero que identifica a la ruta. Las
columnas Origen y Destino se refieren al ID (en el grafo) de los nodos origen y
destino respectivamente. Las columnas O(Latitud, Longitud) y D(Latitud, Longitud)
indican las coordenadas GPS de los puntos origen y destino.

Tabla 5.1: Detalle de las rutas de prueba
Ruta Origen O(Latitud, Longitud)  Destino D(Latitud, Longitud)

R1 1696 (20.066832,-97.059322) 1719 (20.065563,-97.057522

R11 1236
R12 1737

1634
2094

20.070124,-97.062706
20.065261,-97.056234

20.068539,-97.061707
20.064876,-97.054982

) )

R2 2113 (20.061416,-97.053959) 2358 (20.060086,-97.056364)
R3 195 (20.081004,-97.069385) 2392 (20.058190,-97.051965)
R4 93 (20.085665,-97.098550) 151 (20.081458,-97.081019)
R5 477 (20.078131,-97.079507) 392 (20.080620,-97.032064)
R6 2904 (20.050179,-97.093920) 2200 (20.060544,-97.086212)
R7 169 (20.079601,-97.075671) 2594 (20.055116,-97.084513)
R8 348 (20.082197,-97.035893) 1841 (20.069135,-97.041891)
R9 2537 (20.058625,-97.030857) 1188 (20.073574,-97.064780)
R10 2579 (20.054482,-97.087911) 2537 (20.058625,-97.030857)
( ) ( )

( ) ( )

5.2 Tiempos de ejecucion

La Tabla muestra los tiempos de ejecucion, en milisegundos, de cada uno de
los algoritmos. Para cada algoritmo se ha obtenido el tiempo promedio de un total
de 10 ejecuciones por ruta. Se han ejecutado los tres algoritmos para cada ruta de
las mencionadas en la Tabla Bl La columna Ruta indica el nimero de ruta. Los
algoritmos se han ejecutado sobre ambas matrices de pesos: la obtenida mediante
la formula de Haversine (MPH) y la que se obtuvo mediante la API DistanceMatrix
de Google Maps (MPG). Las columnas Distancia(H) y Distancia(G) corresponden
a la distancia (en metros) obtenida utilizando las matrices MPH y MPG, respecti-
vamente. La columna Nodos se refiere al total de nodos que forman la ruta. Las
columnas T-D, T-BF y T-FW indican los tiempos promedio de las ejecuciones de los
algoritmos de Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall respectivamente.

Debido a que ambas matrices son del mismo orden, los tiempos promedio de ejecucién
solo se han obtenido con la matriz MPG, ya que presenta mayor precisién en las
distancias.
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Tabla 5.2: Tiempos de ejecuciéon de los algoritmos
Ruta Distancia(H) Distancia(G) Nodos T-D T-BF T-FW

R1 312 313 4 3 20373 62993
R2 292 291 4 2 20350 61653
R3 3415 3547 o1 20 38762 61828
R4 1892 2222 2 1 20434 62569
R5 6125 6236 73 25 20057 66613
R6 1654 1663 21 ) 19965 66065
R7 3937 3961 44 20 38988 63887
R8 2037 2041 29 7 39073 65108
R9 4625 4790 60 23 48605 65698
R10 7025 7027 76 27 48005 63311
R11 205 206 8 3 48707 62905
R12 199 199 3 3 49096 63002

Los resultados mostrados en la Tabla[5.2]se visualizan en la Figura[5.1] El eje horizon-
tal indica las rutas y el eje vertical muestra los tiempos de ejecucion en milisegundos.
Notese que no se visualizan las barras de tiempos del algoritmo de Dijkstra. Esto
no es un error, por el contrario pone de manifiesto la inmensa diferencia de tiempo
en comparacion con los algoritmos Bellman-Ford y Floyd-Warshall. Los tiempos
del algoritmo FW se mantienen constantes relativamente, debido a que en cada eje-
cucién se calculan las rutas mas cortas de todos los pares de nodos en el grafo. Cabe
recordar que una primera ejecucion del algoritmo FW seria suficiente para calcular
la matriz de rutas y la matriz de distancias de las rutas més cortas de todos los pares
de nodos, de tal manera una vez construidas dichas matrices las consultas de rutas y
distancias serian directas. Esto representa una solucién apropiada para aplicaciones
que no presentan continuamente cambios en la topologia del grafo. Por su parte, el
algoritmo de BF sera de utilidad cuando el grafo contiene pesos negativos.

5.3 Meétodos relevantes

En general, la programacion de los algoritmos esta definida por tres métodos:

1. CrearMatriz (CM). Este método crea un arreglo bidimensional que representa

la matriz de distancias. La informacion es leida de un archivo CSV que contiene
MPG.

2. EjecutarAlgoritmo (EA). Se encarga de la ejecucién del algoritmo que calcula
la ruta mas corta y la distancia. Para el caso de los algoritmos Dijkstra y
Bellman-Ford el resultado estd contenido en un objeto “ArrayList”. En el caso
del algoritmo Floyd-Warshall las rutas mas cortas y las distancias entre todos
los pares de nodos se almacenan en arreglos bidimensionales.
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Figure 5.1: Tiempos de ejecucion de los algoritmos
Tabla 5.3: Tiempos de ejecucion por métodos
Metodo Dijkstra Bellman-Ford Floyd-Warshall
CrearMatriz 6,572 (94.43%) 7,019 (9.82%) 7,766 (4.79%)
EjecutarAlgoritmo  89.6 (1.29%) 64,279 (89.89%) 154,004 (94.99%)
GenerarRuta 4.56 (0.07%) 0.518 (0.00%) 9.55 (0.01%)
Otros 293.84 (4.22%) 213.482 (0.30%) 350.45 (0.22%)

3. GenerarRuta (GR). Se encarga de la generacién de las rutas y distancias a
partir de las lectura de las estructuras de datos que se generan en los métodos
“EjecutarAlgoritmo”.

La Tabla muestra los tiempos de ejecucion de cada uno de los métodos, para
los programas que implementan los algoritmos. Para tal medicion se utilizé la her-
ramienta “Profile Project” de NetBeans. De las rutas analizadas se ha utilizado R10
que tiene mayor cantidad de nodos, mayor distancia y uno de los mayores tiempos
de ejecucién, de acuerdo a los resultados mostrados en la Tabla [5.2]

La Figura muestra la relacion porcentual de cada uno de los métodos para cada
algoritmo de manera independiente. Entre paréntesis se muestra el tiempo total (en
milisegundos) de la ejecucién del programa para calcular la ruta.

La Figura[s.3]toma los datos de la Tabla para representar una comparacion de los
porcentajes obtenidos en la ejecucién de los métodos entre los diferentes programas.
Aqui podemos observar que el programa que implementa el algoritmo de Dijkstra
invierte la mayor parte de su tiempo de ejecucion en la construccién de la matriz
y la generacion de la ruta. En contraste, los programas que implementan BF y
FB invierten la mayoria de tiempo en la ejecucion del algoritmo. Nuevamente, los
resultados también ponen de manifiesto la enorme diferencia entre el tiempo de
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Dijkstra(6960 ms) Bellman-Ford (71512 ms) Floyd-Warshall (162,130 ms)

W CrearMatriz

W EjecutarAlgoritmo
GenerarRuta

u Otros

Figure 5.2: Tiempos de ejecucién por métodos (relacién porcentual)
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Figure 5.3: Comparativa tiempos de ejecucién (métodos y programas)

ejecucion del algoritmo de Dijkstra en contraste con BF y FW.

5.4 Generacion de rutas locales

Maps, la aplicacién oficial de Google, es una de las mas utilizadas por los viajeros.
Proporciona mucha informacion y su uso es ideal cuando viajamos por una ciudad
desconocida. Sin embargo, en ocasiones la informacién proporcionada no se encuen-
tra actualizada y esta situaciéon permanece hasta que algin usuario la reporta (si es
que sucede). Tal es el caso del tramo cortado en el Boulevard Alfinio Flores (Figura
, desde el cruce con la calle Lic. Manuel Mateos, y hasta el cruce con la calle
Francisco Javier Miranda, dos cuadras donde la circulacién estd interrumpida por
encontrarse en reparaciéon. El dia 31 de mayo de 2018 se realizé una generacién de
ruta a través de la aplicacién Maps y la ruta obtenida sugiere la circulacién a través
de dicho tramo. Esto se debe, como se mencion6 anteriormente, a que no se reporta
de manera oportuna la informacién necesaria. Es légico que se presenten este tipo
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Figure 5.4: Tramo cortado por reparacién

Tabla 5.4: Rutas obtenidas en tramo en reparacion: Blvd. Alfinio Flores
Origen Destino D. Maps R. Maps D. Maps R. Solucién propia

1 7 300 m. 1-2-3-4-5-6-7 350 m. 1-8-9-11-7

de inconvenientes debido a la cobertura global de la aplicaciéon. Utilizar Maps para
configuracion y generacion de rutas, presenta tal desventaja.

La Figura muestra la ruta (en azul) generada por Google Maps en el caso descrito
anteriormente. Los tramos cortados por reparacién corresponden a las aristas (3,4),
(4,5) y (5,6). Como puede observarse, la ruta sugerida, permite el acceso a través
de dichas aristas.

Con una cobertura local es mas sencillo el control y la actualizacion de la informacién
de la ciudad relacionada con aquellos factores que intervienen en la generaciéon de
rutas. La Tabla muestra una comparacion de la rutas generadas por Maps, en
contraste con el resultado obtenido a través de la solucién propuesta mediante la
manipulacién del PA “tramo cortado”. Los nodos y rutas corresponden al grafo de
la Figura [5.5]

La situacion descrita anteriormente puede generar problemas derivados de la no
actualizacién oportuna de la informacion. Por ejemplo, generacién de rutas erréneas,
cuellos de botella de trafico, necesidad de tomar retornos como rutas alternas con
un incremento del costo en la ruta, entre otros.
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Con respecto a las hipétesis planteadas se concluye lo siguiente:

H1: Los algoritmos de Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall han sido utilizados
para encontrar la ruta mas corta y ademads, mediante la manipulacién de PA a la
distancia entre nodos, se ha conseguido determinar la ruta éptima. El algoritmo de
Dijkstra es el mas eficiente, sin embargo Floyd-Warshall también presenta ventajas
en casos donde la topologia del grafo no cambia constantemente. Bellman-Ford sera
indispensable en caso de que existan pesos negativos en el grafo.

H2: Se ha logrado construir el grafo completo de la ciudad de Martinez de la Torre,
Veracruz. Para la consulta de pesos de las aristas resulta conveniente el uso de una
matriz de pesos, mientras que para determinar nodos adyacentes la mejor opcion es
una lista de adyacencia. Las estructuras de datos construidas se manipulan en un
tiempo razonable mediante los algoritmos.

Los resultados obtenidos pueden ser utilizados para el desarrollo de un sistema com-
putacional que resultara 1util para las distintas organizaciones que enfrentan el prob-
lema de hallar la ruta 6ptima.

Diversas aplicaciones reales podrian implementarse tomando como base los resulta-
dos obtenidos en el presente trabajo de investigacion y, de esta manera, representar
una aplicaciéon directa en diversos sectores de la sociedad. Las siguientes propuestas
han de considerarse como trabajo futuro:

e Sistema local para generacién de rutas para usuarios en general.
e Aplicacién en redes de reparto y distribucién locales.

e Sistema de apoyo a la logistica en el servicio de taxis.

Para una mayor funcionalidad y para facilitar las condiciones para operar de manera
dindmica, es posible también utilizar tecnologia GPS.
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